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Abstrakt: UkaZemeeSeniproblémulineérni fuzzy regrese.Vyuzijemeppikteiorie fuzzy
mnozinnaproblematikuodhadulinearnizavislostivystppmennéY navstupnipronnéXx.
Predpokladameiptom, ZevstupniprogmnaXneni fuzzy, ale “ostrd” hodnotachena s
vySSigesnostinezvystupnipramnay, kterdbudefuzzyfikovana. V Uvazgesenibude
problem postuptformalnérozSiovanaz k situaci, kdy v modelulinearnizavislbst A + BX
jsou promnnéA, B, Y povazovany za trojuhelnikova fuzéigla.

Kli éovaslovalinearni fuzzy regrese, pouzititrojahelnikovychZyzisel.

Abstract: Wewill showsolutionstheproblemof fuzzylinearregieasWewill use
theprinciplesof fuzzy set theorytoproblemsofestingihelineardependence ofthe
outputvariabl&on the inputvariableé§Weassumethe inputvariablasthefuzzyvariable,
butwiththe"real"value, measuredwithgreateraccutaaythe outputvariab\
whichwasfuzzyficating. Intheproblemsolvingweconsilepossibilitiesin
whichwewillthesituationgraduallyformallyextendtcetituationwhere inthe
modeloflinearrelationshiy= A+BXare thevariableB,
Yastriangularfuzzynumbersrepresented.

Keywords: Linearfuzzyregression,usingtriangularfuzzy numbers.



1. Uvod

V praci [6] jsme uvedli pouZziti linearni regreskogistické regrese k odhadu zavislosti dvou
proménnych z empirickych zjighi.Zde ukazeme pouziti teorie fuzzy mnozin k odhadu
linearni zavislosti za podminky, Ze o charakterniakma dvou veliin mame jen malo
informaci. Jak bude dale i je rekolik moznych pistup k feSeni problému odhadu
zavislosti jedné prosmné na linearni kombinaci zbyvajicich pramych, které vyuZivaji
teorie fuzzy mnozin.

Hedpokladejme, Ze vztah spojitych ndhodnych¢irelk aY mame dokumentovan
meétenim tak, Ze ziskané dvojicex(y; ),i = 1,2, ...,N, jsou odpovidajicimi hodnotami
uvedenych velin méienych sotiasré naN statistickych jednotkach. Uvazujme situaci, kdy
neni zardeno splgni Gauss —Markovovych podminek pro odvozeni sieltigth vliastnosti
odhadu pedpokladaného vztahu mezi watiami X aY, nag. ve tvaru linearni zavislosti =
« + Bx + ¢, kdee je chyba odhadly odivodnsnych a dostat®s obecnych fipadech je
moZné se afit jen o fedstavu, Ze valina X neni ndhodna (s hlediska teorie fuzzy mnozin
uvazujeme, ze je veélinou ostrou — anglicky crisp), ale v@ha je neostra, tedy fuzzy;
ozna&me proto veltinu Y obvyklym zpmisobem jako fuzzy ndhodnou vafiu ([3], [4 ], [5])
znakenY a konstruujme pro nivhodnoénohodnostnifunkgiy. “Odavodrenympripadem”
rozumimenagkladsituaci, kdyhodnotyvealinyXjsouodhadnutelné s
vétSipresnostinezhodnotyveinyY a
takkekazdénagtenéhodnatx;miZzemeznsiitvicehodnotvelinyY:

Xi = Yaiz, .. Ym; 1= 1,2, ..N(1)

pii tomnejsmeschopnipdpowdéttyprozcleninahodnévealinyY = Y(x). Vira v
moznostaspipribliznéhoodhaduhodnotveélnyY z hodnotveliinyX( tedyvira v
odhadhodnotydruhépraimnéY(x)jako fuzzy mnozin¥(x), ktera by nilabyt fuzzycislem)
musivyplyvat z naSizkuSenosti. Situaciinterpretgiak,
ZehodnotyvetiinyXchapemejakoostrévstupni, hodnotysialyY (x)jakoneostré, fuzzy
vystupni.Jen vystupnihodnotybudou v naSemmodelakterizovanéneditostipopsatelnou
fuzzy mnozinami.NejjednodusSirgmb je ten,

Zeodhadparaméis, fpiedpokladanézavislostibudemenejprverealizovatost(geifuzzy)
hodnotama, b z dvojic(x;, vi ), i = 1,2, ...,N, metodou nejmenSictiverai tak, aby
aproximujici funkcey(x)=a+bxsphovala podminku minimalizace vyrazu

Q@b =X, Z?il(yij - Px))*=3¥L, Z;-lil()’ij —a— bx)’ (2

v intervalu promdnnosti veléiny X. Dostaneme tak pr(x) vztah

PN —=\. - _1yvN R . N .

Y=y +b (x —X); kder = Xinq X n ¥ =20V = Ni=a s ®3)

n X jXiVij— NiiXi NijYij

n Y x?n— (X xn;)?

b=

K popisuzavislévalinyYmizemepouzitsymetrickétrojuhelnikové fuzdgloY(x) s
vérohodnostnifunkgiy (x, y):



ur(x,y) = 1— =ly — 9(x)|, kdydy — 9(0)| < ¢ (4)
= 0, jinak.

Kladnakonstant@je mirourozptylenostihodnotnahodnévelyY(x) pro pevna z
intervaluprongnnostiveltinyX. Hodnotukonstantmiazemeutéitbud’expertrénebovypétem z
dvojicnaneétrenychhodnotg;, y; ) nagiklad takto:

¢; = max|y;; — 9(x)| (5)

1 N

Je-lic = 0 ( nebo “blizké” 0 ), paknatrenéhodnotyvetinyY(x)
jsoubezregistrovanéhorozptyleniokolohodh(t;); je pak otazkou, zdagdstava vetiny
Y(X) jako fuzzy nahodnéXx) je opravena. Redchozivypoet je podmigntim,
Zevariabilitahodngt;; okolo hodnot$(x;) je v celém rozsahu pramnostiveltinyXstejna(
kladnéodchylky odi(x;) jsou steji mozné jako zaporné \iplizné stejnych hodnotach);
taktouvazujemetakékdyz o moznychodchylkachnemanaidd&onkrétgjSichinformaci.
Vysledkemuavahy je pak “rozmazany” (fuzzy-) odhadamiregresnifunkce. Jéeme,
Zeuvedenypostuplzezobecnitinaobdohifgadvztahu vice prosmnych.

Poznamkal: Neni —li moznéfedpokladatrozptylenosthodngtokolo ¥ (x;), nezéavislou na,

pak pro kazd&onstruujemefedpo¥d’Y (x;), kde ve vztahu praynahrazujeme univerzalini
konstantw hodnotou; , nagtiklad podle (5).

Poznamka: Je-li veltinaXdiskrétni, pakutitoupredpod’hodnotyy(x)
muzemechapattakéjako fuzzy mnozify) (ktera by ndlabytoviem fuzzyislem).

Priklad 1.Mame k dispozicigieni, zaznamenané v Tab.1.Ukolem je
stanovitgfedpowd’hodnotyy(5) ( ktera v tabulcesteniuvedenaneni).

Tab. 1Hodnotyn@enychveliinX, Y k Fikladu 1.

i X Vij y(x) lvi; — 90| ma|y;; — 9(x)|
1 1 1; 2;: 4 2,51 1,51; 0,51; 1,49 1,51

2 3 3.5 4,01 1,01; 0,99 1,01

3 4 4: 7 476 0,76: 2,24 2,24
4 6 4: 5.9 6,26 4,26; 1,26; 2,74 4,26

Dosazenimhodnot z Tab. 1 do vztaf8) dostanemepostugn
n=10; N = 4;

£=01.(3.1+2.3+2.4+3.6)=3p=0,1.(1+2+4+3+5+4+7+4+5+0)44,



— 10. 183 —35.24-4- :@ — 0’753’
10.161 — 35 385
$(X) = 4,4+ 0,75 - 3,5) = 1,76 + 0,7% (6)

Predpovdostréhodnotyv batk = 5 je §(5), povyisleni je (5) = 5,51; pro nasfpadsi ale
urceme :% + . ¢; = 2,25.HodnotyvetinyY(x) budoureprezentovanytotiztrojihelnikovym
fuzzy¢islent (X); zachycujineusitostpredpowdiprostednictvimérohodnostnifunkae, (x,
y):

Ly (%, y) = 1—7125|y — 1,76 —0,75x |, kdyZly — 1,76 —0,75x | < 2,25; (7)

= 0, jinak.

ProX = 5 je podlefedchozihovztahi(5) dano ¥rohodnostni funkci

uy(x,5) =1- 0,44 .|y —5,51| kdyz 32&y <776 (8)
= Qjinak.

Fuzzy mnozing(5) je zobrazenanaObr.1. Podlevztahu (8)f@hodnostvyrokuY(5) = 3”
rovnanule, ¥rohodnostvyroku Y(5) = 5” je rovna 0,78. (ViztakeObr. 1.)
Podobrurcimeiverohodnostvyroku Y(2) = 4” zevztahu (7) dosazemnim 2,y =
4;dostanemaibliznéhodnotyy (2,4) = 0,67. Graf jednoduché fuzzy regresezavidfosaX
je naObr.2.

Obr. 1.0brazvrohodnostnifunkce fuzzislay (5)kPrikladu 1.
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Obr. 2.Jednoducha fuzzy regreseifadu 1.Prvniobrazekpedstavujehorniodhad fuzzy
regresnifunkce, druhyobrazek je grafemdolnihoodHaday regresnifunkce (v
bodech(x,y)tohotografujegrohodnostnifunkge, (y)rovna nule, pro body s vySSim y



jsouvsakjejihodnotynenulovéaz do boduhornihoodhraoksemjstejném x),/tetigraf je
grafem fuzzy regresnifunkce, je to vlggmafsouadnic (x,y) bod pro réz je
verohodnostnifunkqe, (y) = 1( ViztakéObr.1.)
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2. Prvnifuzzy model

Upravmenyniuvedenoumetodutak,
Zevevyjadenigislusnéhoregresnihoodhadubudoupararaghtyojuhelnikovymi fuzzisly a
velicinaXbude “ostra”. Pak vyslednyodhadprémméYmusibyttakétrojahelnikovym fuzzy
¢islem (linearnikombinacetrojuhelnikovych fuzdgel je ogttrojuhelnikoveé fuzzyislo).



Predpokladejmetedy, Zehledametakovyregresnivztaht\vaAw BX , kdeéA, B, Y
jsoutrojuhelnikova fuzzyisla a vekinaX jeostra:

Nl

#a(y) = 1= == KdyZpo = €, S ¥ S Po + Co; o > 0; (10)

= 0 ;jinak,

us) = 1- 2 kdyzpy— ¢, <y < py+ e ¢ > 0; (11)

= 0 ;jinak,

py(y) =1- % kdyZp, + pix— ¢ — x|l £ ¥y < pot+ p1x+ ¢ + x|
= 0 ;jinak, (12)

Volmea € < 0;1 >a stanovme podminky pro to, apy(y) = a .( Pro fuzz\¢islo
Yvolimetakjeha —fez jako ostrou mnoZzinm — pripustnych hodnog.) Vyjdeme-li zevztahu
(12) prouy(y), dostanemepodminku pywetvaru:

+pix—
_qAPotpix-y| > a 113
Co + C1lx]

Jednoduchouupravouaodstamabsolutnihodnotyziskamethakladninerovnosti:
Y = potpix—(1— a)(co+ cqlx]) (14a)
Y < potpix+(1— a)(c+ alx)) (14b)

ZevSechmoznychregresnichvziaitbirame ten, kteryminimalizuje “rozmazanost” vysti
fuzzy mnoziny. “Rozmazanost” fuzzy mnoziMjec, + c,|x| pro kazdou dvojici eni
(x,y). PoZzadavekminimalizace “rozmazanosti” vztahujgmevsSechnagieni k vyrazu Q
tvaru (15).Vyraz (15) fedstavujesatet “rozmazanosti” viedttx):

Q =N.c, +¢; TiLy x| (15)

Nalezenivhodnychparaméty, > 0, c; > 0 a p,, p;, které spiuji (14a) a (14b)
zapodminkyminimalizacefunkce Q =&)(c;) z (15) tak pedstavujeeSeni tlohy linearniho
programovani. Uloha se takiietesit standardnimi metodamitlohlinearninoprogrambovan

Priklad 2.Pouzijmedat Prikladul a sestavmepodminkyulohylinearnihoprogramovéami pr
ur¢enihodnotparameic,, c; a p,, p; Z minimalizace funkce Q = @, c¢;). Volme @i tom«a
= 0,75. Postuphdostaneme soustavunerovnostinejprvedosazenimidd dlpaktaké do
(14b), nerovnostitvidpodminku pro fipustndeseni:

a) prvnéastnerovnic:
X: 1 pO + pl - 0,25C1 S 1

Po + 01 —0,25¢; <2



Po + 1 —0,25¢; <4
x=3: p,+ 3p1 —0,25¢,—0,75¢; <3
Po + 3p1 —0,25¢, — 0,75¢; <5
Xx=4: p,+ 4p; —0,25¢, — ¢; < 4
Po + 4p1 —0,25¢, — ¢, <7
X=6: p, + 6p; —0,25¢c, —1,5¢; < 4
pPo + 6p; —0,25¢, —1,5¢; <5
Po + 6p1 — 0,25¢, —1,5¢; <9
b) druh&astnerovnic:
x=1: p,+ ps +0,25¢,+0,25¢; =1
Po + 1 +0,25¢, + 0,25¢; = 2
Po + 1 +0,25¢, + 0,25¢; = 4
Xx=3: p,+ 3p1 +0,25¢,+0,75¢; =3
Po + 3p1 +0,25¢, +0,75¢;, =5
X=4: p,+ 4p; +0,25¢, + ¢; = 4
Po + 4p; +0,25¢, + ¢, =7
X=6: p, + 6p; +0,25¢c, + 1,5¢; = 4
pPo + 6p1 +0,25¢c, + 1,5¢; = 5
po + 6p; +0,25¢c, + 1,5¢; = 9

prisouasnéminimalizacifunkce @f, c;) = 4c, + 14c;
.ZjednoduSenimtétosoustavyziskame Tab. 2, poudiiginproresSnirgkterou z
metodlinearnihoprogramovani.

VysledkenteSeniuvedenéulohyminimalizacefunkce Q namnrig#ipustnychhodnotprp,,, p,
a nezapornd, c; jsou postup# Qmin =58, p, = p1=1,C,=11,¢c; = 1.

Tento model pedpovidahodnotuprodnnéy v bodtx = 5 jakotrojuhelnikove fuzzgisloY (5)
(vizObr. 3) s ¥rohodnostnifunkcidangislyp,, p:, c,, c; vobecnémtvaru

|po+5p1—Y|
Co +5¢1

ﬂY(y) =1 - ) kdyipo + 5P1 —Co — 5Cl SyS Po + 5}91 + Co + 5C1,

= 0; jinak;



tedyv naSemipact to je
w() =1-"22; —10 <y< 22,
= 0; jinak.

“Rozmazanost” vysledného fuzzisla je velka.

Obr. 3.0braz fuzzyislaY(5) kPrikladu 2.
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Tab.Zlabulkapro numerick&seniulohylinearnihoprogramovani zildadu 2.

X= | po| P1] Co C1 znaménko absolutnélen
1 1(1]-0,25|--0,25 < 1

3 1|3 ]-0,25|--0,25 < 3

4 1|4 ]-0,25|--0,25 < 4

6 1|6 |-0,25|--0,25 < 4

1 1(1]025 |0,25 > 4

3 1({3]025 |0,75 > 5

4 14025 |1,00 > 7

6 1(6]025 |1,50 > 9

Q=/0 0| 4 14 minimalizace

2. Druhyfuzzy model

JestdalezobecnimenaSieguipoklady.Dosudjsmeuvazovali, Z&enaveltinaY je ostra a
jejiodhad je fuzzyisloy . Nyni budemefedpokladat,
zeinangtenehodnoty;jsourealizacemijistého fuzzyslal’; s wrohodnostnifunkci (16):



vyl
e; !

py,(y) =1 e>0;kdyzy, —e; <y < y;+e

= 0 ;jinak. (16)
( Ve (16) jey;aritmeticky pimér z hodnoty;, j= 1, 2, ... n;.)

(1194

Kladnahodnote; definuje “@esnost” ndieni veltiny Y.V piipadt, Zemame k
urcitehodnotx;nameieno vice hodngtdruhé (vystupni) progmnéyY, mizemekonstant)
ur¢it napiklad podle

e = maxj|yij _:)_/ll , i = 1,2, ,N (17)

Pro fuzzy vystufy zregresnirovnidé= A+ B X pak mame &ohodnostni funkci (12).
Fuzzy regresniodh&dmusi sphovat podminku pro inkluzt —iezi fuzzyfikovanych
vystupnich hodnoYia regresnihoodhaiiu =4 + Bx; ve tvaru

Yc Y% ti.a; = a proviechna (18)
NejlepSihodnotoa( snazime se, alpylo co nejetsi ) pak je
a = min{a;}. (29)

Pri tom ale take pozadujeme, aby “rozmazanost” reghemdhadubyla co nejmensi,
tedyoggtjde o minimalizacifunkce (15). (VizObr. 4.)

Obr. 4. Komentékevztah(L8) Vyplr¢énacastzobrazujetrohodnostnifunkci fuzzy mnozinyey
nevyplrena fuzzy mnozinu, kterareprezentujehodnoty fuzmsagunkcE (x;).
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RozepiSeme-li podminku (18) pro uvedengezy, mame pro vSechny dvojice ngemych
hodnot {;, y;;) dva druhy nerovnic:

Yij 2P0 + p1xi — (1 —a)(c, +c1x;) + (1 — a)e;

Vij < Do + paxi + (1 — a)(cot c1x;) — (1 — a)e;;pro v3echna, j. (20)
Soustavunerovnic (20) IzezjednodusSitnatvar (21):

ming { i} = po + pix; — (L= a)(c, +c1x) + (1 — e

max;j{ yij} <po+ pixi + (1 — a)(co* c1x;) — (1 — a)e;;pro viechna (21)

Opet se jedna o ulohulinearnihoprogramovani; zapodknifi.21) hledame minimum
funkce Q = Q¢,, c;). UkdZeme si to nakonkrétnirfiglace.

Priklad 3.Pokusme se aplikovagmchoziteoriina dataRrikladul. (Viz Tab. 1.)

Protozepedpokladame, Zenatitenévystupnihodnotyjsourealizacemitrojuhelnikovyatesy
¢isel (16), utéimenejprvehodnotyjejichparamég; podle (17):

i=1: 71 =2,33,e; = 1,67
i=2y,=4,00e, =1,00
i=3:y,=550e; =1,50
i=4y,=6,00e, = 3,00.

Volimestejrjako v pedchézejicichfjpadeclr = 0,75. Dosazenim dat z Tab. 1 dostdvame
soustavu nerovnic ve tvaru:

1>p,+p;-0,25.¢, +¢c;)+0,25.1,67
3> p,+3p;, - 0,25. €, +3¢;) + 0,25.1,00
4> p,+4p; - 0,25. ¢, +4c;) +0,25.1,50

4> p,+6p, -0,25. ¢, +6¢;) + 0,25.3,00

A< p,+p,+025. ¢, +c,) —0,25.1,67
5< p,+3p, + 0,25. €, +3¢;) — 0,25.1,00
7 < p,+ 4p;, + 0,25. €, +4c,) — 0,25.1,50

9 < p,+ 6p, + 0,25. €, +6¢,) — 0,25 .3,00



Resenimtétosoustavynerovnic (viztaké Tab.3) ziskéimestnéhodnoty pre,, pi, ¢, C1.
Hodnoty optimalni ziskame z nich Wem €ch, kteréminimalizujifunkci Q =}, +

14 ¢;. Jsouto i Qmin = 50 hodnoty,=p; = 1;¢c, =9; ¢;=1,

kteréutujiY (5)vérohodnostnifunkgiy (y) ve tvaru

[Po+5p1—y|_ 1— l6—yI
Co +5¢1 14 '’

p(@) =1 - kdy? —8 <y< 20,

= 0; jinak;
“Rozmazanost” tohoto fuzaiisla je o gcomensi.

Tab. 3Tabulka proreSeniulohylinearnihoprogramovani ziltadu 3.

X=1p, P11l ¢ ¢, | znaménko absglen
1 1 |1 | -0,25 -0,25 < 0,58

3 1 |3 | -0,25 -0,75 < 2,75

4 1 |4 | -0,25-1,00 < 3,63

6 1 |6 | —0,25-1,50 < 3,25

1 1 |1 | 025| 0,25 > 4,42

3 1 |3 | 0,25]| 0,75 > 5,25

4 1 |4 | 0,25| 1,00 > 7,38

6 1 |6 | 0,25| 1,50 > 9,75
Q=|0 |0 4 14 | minimalizace

Zavér

Uvedenédva fuzzymodelylinearniregresevyuZzivdgizitéviastnostitrojuhelnikovych fuzzy
¢isel (jejichlinearnikombinace je &pfuzzy ¢islo).Omezuje se timvSakobecnostmetody,

e 4

Zezavislavetiinamavsudestejnouvariabilitu.Vyhodagp@ v
moznostiuzitistandardnichalgoritiieSeniulohylinearnihoprogramovani.Nevyhodou je vasok
“rozmazanost” takovych fuzzy odhad
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' Gauss — Markovovy podminky pfedpokladaji nezavislost nahodné veliciny Y(x;) na Y(x;)pro kazdé x;#x;a to, Ze
nahodna veli¢ina Y(x) ma normalni ( Gaussovo) rozdéleni N(EY(x); o), kde o’ je rozptyl, nezavisly na x, regresni
funkce EY(x) je obecné funkcix v intervalu proménnosti uvazované nahodné veliciny X.



